DTFT — dyskretno-czasowe przeksztatcenie
Fouriera (ang. discrete-time Fourier transformation)
sygnatow i systemow dyskretnych

SYGNAL

Przeksztatcenie proste

X(e’)= ) x[nle’”" DTFT wzér analizy

Przeksztatcenie odwrotne — IDTFT (ang. inverse DTFT)

x[n]= ZL _[X (e’”)e’”"dew IDTFT wzdr syntezy
72- —7T



Warunki zbieznosci — istnienia — DTFT (dostateczne)

0.0)
Z ‘x[n]‘ <O bezwzgledna sumowalno$é ciagu x[n] —
n=—c0 zbieznos¢ jednostajna

Q0
2 ograniczona energia — zbieznos¢ w
E = E\x[n]\ < op OBMNEZONE FACIE
sensie sredniokwadratowym tzn.
Nn=—00

lim TX(ej”)—XM (ej”)‘zda) =0

M —o0
X, (€)= D x[nle”’™"
n=—M

E to energia sygnatu x[n]



Przyktad.

] =dln]-dn—-1={, -1}

X(@)2 S fnle”™ = 3 (8] - S[n—1])e

N=—0o0 n=—~a0

X(eja)).zl_e—jw zzje—jw/Z(ejw/Z _e—ja)/Z)/zj _
=2je /" *sin(@/2)

X(2)=1-z"",

Z‘>O



Zwigzek DTFT z transformatg Z

X()=X(2)

Przyktad. 1
X(z)=——, ‘Z‘>1
-z
. 1 1/(2/) e’’’
€™ 1—e/” e_fw/z(e”‘)/z—e_]”/z)/(2j) 2 jsin(@/2)



Widmo sygnatu dyskretnego x[#]

X(*) :‘ X(efw)‘ o/ widmo zespolone — posta¢ biegunowa

A (@)= ‘X (¢ w)‘ widmo amplitudowe

¢ (w)=arg X (e’”) widmo fazowe

wszedzie zakres podstawowy pulsacji — okrag

— T <w<T|T

A dalej widmo powtarza si¢ okresowo z okresem 277 na
osl @ .



Charakterystyki czestotliwosciowe systemu dyskretnego A[n]
H('") = ‘ H(e a’)‘g’ agh(e™)  charakterystyka zespolona

A (w)= ‘H (¢ w)‘ charakterystyka amplitudowa
¢,(w)=argH (d “) charakterystyka fazowa

dlargH(e’”)] charakterystyka opdznieniowa

tq (@)=- do — opOznienie grupowe
_argH(e™) charakterystyka opdznieniowa
7,(@)=- o — opdznienie fazowe



Przyktad. Rozwazmy systemy DLS: minimalno-fazowy 1
odpowiadajacy mu maksymalno-fazowy, o transmitancjach

H(Z>_Z+b d<1l, <1, 2>/
H)="M <1 <1, 45/
zZ+a
H,(2) A H,(2) N
minimalno - fazowa maksymalno- fazowa Imz
- biegun

—a 0 1

-
tu O<a<l 1 -1<b<0
ReZ RGZ




Charakterystyki zespolone

e’ +b b+cosa)+]sma)

H ()=
€)= e“+a a+cosw+ jsinw

. be’+1 1+bcosw+ jbsinw
H,(¢'")= - /

e’+a  a+cosw+ jsinw

Charakterystyki amplitudowe

b+cosw) +(sinw)’ \/b2+2bcosa)+1
a’ +2acosw+1

A(w)=|H,(") = \/

(
(a+cosw)’ +(sinw)’

+bcosw)’ +(bsinw)’ \/1+2bcosa)+b2 -
a’ +2acosw+1

A2<w>=H2<a”>=\/ (1(

= Al ()

a+cosw) +(sinm)’



Dlaa=0.81b=-0.5

Charakterystyka amplitudowa |H1|=|H2|
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Charakterystyki fazowe

- SIN@W SIN@W
¢ (w)=argH (¢’”) =arctan —arctan
b+cosw a+Ccos@
- bsinw SIN@W
@,(w)=argH, (/) =arctan —arctan
1+bcosw a+CoS@

Charakterystyki opoznieniowe —
opdznienie grupowe

acosw+1 bcosw+1
a* +2acosw+1 b* +2bcosw+1

fl(w)=—ci)argli(e"”)=

d - acosw+1 b(cosw+b)
7,(w)=———argH (') = —
(@) do © (€7) a’ +2acosw+1 b +2bcosw+1
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Char. op. - op. grupowe grd (group delay): grdH1 czerwona, grdH2 czarna
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Charakterystyka fazowa: argH1 czerwona, argH2 czarna
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Charakterystyka fazowa r: argH1 czerwona, argH2 czarna
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%Dminphase.m 14.12.2008 created Ewa Hermanowicz

clear all

nmax=101;

a=0.8; b=-0.5;
f=0:1/ (nmax-1):0.5;
for n=1:nmax;

f(n)=(n-1)/nmax/2;

H(n)=sqrt ( (b*b+2*b*cos (2*pi*f (n))+1)/ (a*a+2*a*cos (2*pi*f(n))+1));

phasel (n)=(atan ((sin (2*pi*f(n))/ (b+cos (2*pi*f(n))))) ...
—atan((sin(2*pi*f(n))/ (atcos (2*pi*f(n))))))*180/pi;

phaselr (n)=phasel(n); if phasel (n)<0; phaselr (n)=phasel(n)+180;

% r - rozwijanie charakterystyki fazowe]

phase2 (n)=(atan ((b*sin (2*pi*f(n))/ (1l+b*cos (2*pi*f(n))))) ...
—atan((sin(2*pi*f(n))/ (atcos (2*pi*f(n))))))*180/pi;

phase2r (n)=phase2(n); if phase2(n)>0; phase2r (n)=phase2(n)-180;

% r - rozwijanie charakterystyki fazowe]

groupl (n)=((l+a*cos (2*pi*f(n)))/(a*a+2*a*cos (2*pi*f(n))+1))...
- ((b*cos (2*pi*f (n))+1)/ (b*b+2*b*cos (2*pi*f (n))+1));

group2 (n)=((l+a*cos (2*pi*f(n)))/ (a*a+2*a*cos (2*pi*f(n))+1))...
- ((b*cos (2*pi*f (n))+b*b)/ (b*b+2*b*cos (2*pi*f(n))+1));

end

end;

end;



fo=22; %fontsize for figures
lo=2; %linewidth for axes

ma=8; %markersize for curves

figure(l); clf;

plot(f,H, 'k', 'markersize',ma);

set (gca, 'linewidth',lo);

set (gcft, 'color','w'")

hax=gca; set (hax, 'fontsize', fo);
title('Charakterystyka amplitudowa |H1|=|H2]|")
xlabel ('f', 'fontsize', fo)

ylabel ('skala liniowa', 'fontsize', fo)

figure(2); clf;

plot (f,phasel, 'r', f,phase2,'k', 'markersize',ma);
set (gca, 'linewidth',lo);

set (gcft, 'color','w'")

hax=gca; set (hax, 'fontsize', fo);

title ('Charakterystyka fazowa: argHl czerwona, argH2
czarna')

xlabel ('f', 'fontsize', fo)

ylabel ('deg', 'fontsize', fo)



figure(3); clf;

plot (f,phaselr, 'r', f,phase2r, 'k', 'markersize',ma);
set (gca, 'linewidth',1lo0);

set (gcf, 'color','w'")

hax=gca; set (hax, 'fontsize', fo);

title('Charakterystyka fazowa r: argHl czerwona, argH2
czarna')

xlabel ('f', 'fontsize', fo)

ylabel ('deg', 'fontsize', fo)

figure(4); clf;

plot (f, abs (phaselr), 'r', f,abs (phase2r), 'k"',
'markersize’',ma);

set (gca, 'linewidth', 1lo);
set (gcf, 'color','w'")
hax=gca; set (hax, 'fontsize', fo);

title('Charakterystyka fazowa r: |argHl| czerwona,
|largH2| czarna')

xlabel ('f', 'fontsize', fo)

ylabel ('deg', 'fontsize', fo)

figure (5); clf;

plot (f,groupl, 'r',f,group2, 'k', 'markersize',ma);
set (gca, 'linewidth', 1l0);

set (gcf, 'color','w'")

hax=gca; set (hax, 'fontsize', fo);

title('Char. op. - op. grupowe grd (group delay): grdH1
czerwona, grdH2 czarna')

xlabel ('f', 'fontsize', fo)

ylabel ('liczba probek', 'fontsize', fo)



Dla a=0.9 1 b=0.92

Charakterystyka amplitudowa |H1|=|H2|
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Mielismy tu przyktady zastosowan DTFT do znajdowania
widm sygnatu dyskretnego 1 znajdowania charakterystyk
cze¢stotliwosciowych systemu dyskretnego.



Wiasciwosci DTFT - twierdzenia

Jezeli M{n]<X(@?) i yn]<Y(E?) orazwn]<W(e'™)
to stuszne sg nast¢pujace twierdzenia.

1. O lintowosci ax[n]+ by[n] < aX (e’”)+bY (')

2. O przesunigciu w

dziedzinie czasu x[n —no] e X (éw)a n, - catkowite

3. O przesunigciu w p (o)
dziedzinie czestotliwoéci X[ 7e e X(e™)

4. O rozniczkowaniu nn]< (€)

wzgledem czestotliwosci dw




5. O energii (Parseval) o i‘x[n ‘2 _ b 1 jo da)
= 2
Dowod.
F = Z‘x[n]‘ — Zx[n [n]_ ZX n]— jX(e]w)efwﬂda)_
il J'X(ef”) Zx [n)e’"dw
Ale Z-X [I’l ejcon :: Zx n]e—ja)n :X*(ejco)
Sth E__ J‘X(e]a))X (eja))da)_i Jjo da)
27
c.b.d.o.

S(®) :‘X (ejw)‘ nazywamy widmem gestosct energii sygnatu x|[n].



6. O splocie w dziedzinie czasu x,[n]*x,[n] X, (eja’)Xz (ejco)

7. O 1loczynie lub stosowaniu okna

y[n]=x[nlw[n] < Y(e’?) = i ]T'X(ej‘g)W (e’ "Nd 9 =

= LX(ej‘“) * W (e’”)
2

Dowaod.

DTFT {y[n]}=Y(e™)= Y x[nlwlnle ™" =

= i Lj)((ej‘g)ej‘g” w[nle ’°"d 9 =

o0

2

— IX(@JB) Z W[n]e_j(w_g)dlg :L IX(GJQ)W(BJ(G)_Q)dQ

27 =, S 27 °, "y
C.0.d.0.



Uwagi.

1. W odroznieniu od sygnatdw ciggtych, operacje przeprowadzane
na transformatach DTFT wystepujacych w twierdzeniach 5, 6 1 7
sq operacjami calkowania, mnozenia 1 splotu, wykonywanymi na
funkcjach okresowych zmiennej @ z okresem 27 .

2. Wzor Parsevala mowi, ze energi¢ sygnatu £ mozna obliczac
zarowno w dziedzinie czasu, jak 1 w dziedzinie czg¢stotliwosci.



Tablica transformat DTFT sygnatlu dyskretnego x[#]

Lp, |Ciag x[n], n=0,£1,---,%0 Transformata X (e’”), —z<w<n
1 o[n], delta Kroneckera 1
2 oln—n,], n,— catkowite e
3 . —oo<n<oo 270(w) delta Diraca
4 (] I, n=0,1,- 1 5

u[n]=- 4

0, n<0 oo @)
> a'"u[n], ‘a‘ <1 1 |
l—ae™”
6 (n+1)a"uln], a|<1 1
n+1)a"uln], |a/< .
[ J (1 —qe’” )2
7 r"sin o, (n+1) 1
£ 1 : :
sin @, ufnl, Jrl< 1—2rcos(a)p )e_"" +r’e

8 .

sin(@,n . I, o<,

( c ) X (') = ‘ ‘
m 0, o <lo<r

9 I, Osns<M sin@(M +1)72] _ w0

x[n]= , : e

0, n<01n>M sin(w/2)

10 e’™"  zespolona sinusoida 278(w—w,) widmo prawostronne
11 cos(aw,n + @) e S(w—w,) +e S (0 +w,)|



