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SZEREGI FOURIERA

Uogolniony szereg Fouriera

lloczyn skalarny <x, y> dwoch sygnatoéw zespolonych x(t), y(t) w przedziale a<t<bh
b

(x,y)= Ix(t)y* (¢)dt

a

Dla iloczynu skalarnego zachodzi symetria hermitowska <x, y> = (< y,x>)* .

Dwa sygnaty x(t), y(t) sg ortogonalne x 1 y, gdy ich iloczyn <x, y> =0.

Norma ||x|| sygnahlu x(t) catkowalnego z kwadratem

b

b= i) = e =0

Skonczony lub nieskonczony ciag sygnatow g, g,, g,,... jest ciggiem ortogonalnym, gdy

(g,.8,)=0dlam=n i <gk,gk>=||gk||2 # 0 dla kazdego k.

Ciag ortogonalny g,, g,, g,, ... jest ciggiem ortonormalnym, gdy <gk,gk> = ||gk ||2 =1.

Ciag ortogonalny jest zupetny, gdy poza tym ciggiem nie istnieje w przestrzeni sygnatow
catkowalnych z kwadratem sygnat (oprocz sygnatu zerowego), ktory bylby ortogonalny do
wszystkich sygnatow ciggu.

Uogo6lniony szeregiem Fouriera sygnatu x(t) catkowalnego z kwadratem w przedziale
a <t <b wzgledem ciggu ortogonalnego g,, g,, g,, ... Nazywamy szereg

x(f)zickgk(t), ¢y —M

- 2
]

W przypadku, gdy ciag g,, g,, &,,-.. Jest ortonormalny i zupely (jest bazg ortonormalng),
to zachodzi rownosé¢ Parsevala
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Trygonometryczny szereg Fouriera

W trygonometrycznym szeregu Fouriera wybrano jako cigg ortonormalny, zupelny (baze)
cigg funkcji trygonometrycznych

1, cosm,t, sin ¢, cos 2w, t, sin 2w, cos3w,t, sin 3,1, ...
Sa to funkcje okresowe z podstawowym okresem 7, =27/w, , gdzie pulsacja @, nazywa sig
pulsacja podstawowa. Dzigki temu bedzie mozliwe rozwinigcie w szereg nie tylko sygnatu
x(¢) okreslonego w przedziale ¢, <t<t, +T,, ale tez sygnatu okresowego x(¢)=x(t+T,),
okreslonego na catej osi czasu.

Rozwinigcie rzeczywistego sygnatu okresowego x(t) = x(t +T, 0) W trygonometryczny szereg
Fouriera

x(t) =a, + i a, coskwyt + b, sin ket = i C, cos(ka)ot + ¢, )
k=1 k=0

gdziedla k=0

1 ty+Ty
a, =— | x(¢)dt
T, 7
Jest warto$cig Srednig w okresie T, sygnatu,adla k=1,2,...
2 to+Ty
a, =— J.x(t)coska)otdt
T, %
2 to+Ty
b, =— | xl¢)sin ko tdt
=7 I (¢)sin ke,
ty+Ty
Skracamy zapis tych calek J. = J. .
t T,

Poniewaz obowigzuje wzor trygonometryczny
acos B +bsin B=+a’ +b’ cos(ﬁ -~ arctgkj
a

to miedzy parametrami obu postaci szeregu trygonometrycznego zachodzg zwigzki

b
C,=a,, p,=0, C, =+Ja; +b; , ¢, =—arctg—*, k=1,2,...

ay
Wspolczynniki C, nazywaja si¢ widmem amplitudowym, a katy ¢, widmem fazowym
sygnalu okresowego x(t).
Sygnat okresowy ma widmo dyskretne, prazkowe.
Prazki widma wystepuja na pulsacjach ko, 1nazywajg si¢ harmonicznymi sygnatu.
Wartosci prazkow widma amplitudowego sa podawane w takich samych jednostkach jak
sygnal, tzn. jesli sygnat jest sygnatem napigciowym, to wartosci prazkow sg podawane w
woltach. Jesli sygnat jest sygnatem pradowym, to wartosci prazkow sa podawane w
amperach.
Wartosci prazkéw widma fazowego sg podawane w radianach lub stopniach.
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Poniewaz dla kazdego zbieznego szeregu (nie tylko szeregu Fouriera) wyrazy zmierzaja do
zera przy k — oo, to prazki widma amplitudowego maleja do zera przy pulsacji zmierzajace;]
do nieskonczonosci. Doktadniej, jezeli sygnat x(t) jest funkcja ciagla wraz pochodnymi do
rzgdu n -tego wigcznie, to lim C.k"™ =0.

Réwnos¢ Parsevala dla trygonometrycznego szeregu Fouriera

1 1 & 1 &
F“x(f)ﬁdt:ag +§;af +b2 =C? +5;c,§

07,

Réwnos¢ ta oznacza, ze moc sygnalu okresowego moze by¢ obliczona w dziedzinie czasu

P:T— j |x(t12dt lub w dziedzinie czgstotliwosci jako suma wazona podniesionych do
07,

kwadratu prazkow widma amplitudowego.

Podniesione do kwadratu widmo amplitudowe nazywa si¢ widmem mocy. W przypadku

okresowych sygnatéw napigciowych 1 pradowych moc sygnatu jest mocg na rezystancji
jednostkowej. Wartos¢ prazka widma mocy jest podawana w watach.

Pierwiastek z mocy sygnatu na rezystancji jednostkowej jest wartoscig skuteczng sygnatlu
okresowego X, = JP.

Warunkiem dostatecznym istnienia szeregu Fouriera jest bezwzgledna catkowalnos¢ sygnatu
[|e(e)de < o

Ty

Jest to tzw. staby warunek Dirichleta.

Szereg Fouriera sygnalu ma w kazdym punkcie przedziatu ¢, <t <¢, +7, wartos¢ rowna
sygnalowi rozwijanemu x(t), gdy sa spelnione tzw. mocne warunki Dirichleta:
a) przedziat ¢, <t <t, +T, mozna podzieli¢ na skonczong liczbe¢ przedzialdéw otwartych,
w ktorych x(t) jest funkcja monotoniczng;
b) w przedziale ¢, <t <¢, + T, istnieje skonczona liczba nieciaglosci pierwszego rodzaju

(skokow), w ktorych x(t) = %[x(t —0)+ x(r +0)].

Przyktadem sygnatlu okresowego, ktory nie spetnia warunkéw Dirichleta jest sygnat tg(t).
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Dla sygnatow okresowych oblicza sig:

- wspotczynnik szczytu
A
k, =—
Xsk
- zawartos¢ harmonicznych
C
h, =—%
Cl k=23,...

- wspotczynnik zawartosci harmonicznych
P-P
h=fh2+h2+h2+... = | Sl
1

Zbieznos¢ szeregu Fouriera na przykladzie fali kwadratowej o rozwinigciu

4( . 1. 1. 1.
x(t):— sma)ot+—s1n3a)0t+—s1n5a)0t+—s1n7a)0t+...]
T 3 5 7

W miar¢ uwzgledniania coraz wigkszej liczby harmonicznych aproksymacja jest coraz
doktadniejsza, ale tylko w sensie sredniego bigdu kwadratowego.

W sensie warto$ci bezwzglednej odchylki dokladno$¢ aproksymacji nie polepsza si¢ ze
wzrostem liczby harmonicznych. Amplituda pierwszego przerzutu nie maleje do zera i
pozostaje na poziomie okolo 18%. Nazywa si¢ to zjawiskiem Gibbsa.

L s S N S
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Wykladniczy szereg Fouriera

W wyktadniczym szeregu Fouriera wybrano jako ciag bazg¢ ciag funkcji wyktadniczych

—jogt Jogt 3wyt
2

—Jj3wgt
. e . “oe

—Jj2wyt J2m,t
2 2

..,e e e 1, e e

Wyktadniczy szereg Fouriera

x(t): ZDkeﬂ""‘"
k=—0
gdzie
1 .
D, :—jx(t)e_’k(”O'dt
T, T,
sa wspotczynnikami zespolonymi D, = |Dk|e”’k spehiajacymi zaleznos¢ D , = D, .
Widmo D, jest widmem dwustronnym, gdyz indeksy k rozciagaja si¢ od minus do plus

nieskonczonosci.
Widmo amplitudowe jest funkcjg parzysta, a widmo fazowe funkcja nieparzysta dla sygnatu
rzeczywistego.

Z przeksztalcenia
x(t)= ka e’ =D, + i (Dkeﬂ“"‘” +Dje ) =D, + 22|Dk | cos(kwyt + ¢, )
k=—o0 k=1 k=1

widaé, ze migdzy wspotczynnikami trygonometrycznego i wykladniczego szeregu Fouriera
zachodza zwigzki

C, =D,, C, =2|D,

, @, =argD,

Réwnosé Parsevala

P= Tij|x(t)|2dr =D+ 2i|Dk|2
k=1

07,
Przyklad 55

Przyklad 56
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Wiasciwosci szeregu Fouriera

Wiasciwos¢ 1. Dziatanie obliczania wspoiczynnikow rozwinigcia w szereg Fouriera jest
dziataniem liniowym. Jes$li sygnat okresowy jest kombinacjg liniowa sygnatow okresowych,
to wspodlczynniki jego rozwinigcia w szereg Fouriera sg kombinacja wspdlczynnikow
rozwini¢¢ sktadowych sygnalow. Wspdtczynniki rozwinigcia w szereg Fouriera sg wprost
proporcjonalne do amplitudy 4 sygnatu okresowego.

Wiasciwos¢ 2. Przesunigcie sygnalu okresowego w pionie na osi rzednych spowoduje, ze w
widmie zmieni si¢ tylko prazek sktadowej statej, a przesunigcie sygnatu w poziomie na osi
czasu spowoduje, ze w widmie zmieni si¢ tylko widmo fazowe o wartos¢ —kwt, :

x(t)—)EO +x(t—t0), C, +iCk cos(ka)ot+q)k)—> C,+E, +iCk cos[ka)o(t—to)+q)k]

k=1 k=1

Wiasciwos¢ 3. Jezeli rzeczywisty sygnat okresowy jest funkcja parzysta x(t) = x(— t), to jego
widmo dwustronne jest czysto rzeczywiste, a w jego trygonometrycznym rozwini¢ciu w
szereg Fouriera wystepuja wylacznie sktadowe kosinusoidalne, gdyz sktadowe sinusoidalne
zerujg si¢ b, =0.

Wilasciwos¢ 4. Jezeli rzeczywisty sygnatl okresowy po odrzuceniu skladowej statej jest
funkcja nieparzysta x(t) = —x(— t), to jego widmo dwustronne jest czysto urojone, a w jego
trygonometrycznym rozwinigciu w szereg Fouriera wystepuja wylacznie skladowe
sinusoidalne, gdyz sktadowe kosinusoidalne zeruja si¢ a, =0..

Wilasciwos¢ 5. Jezeli rzeczywisty sygnat okresowy po odrzuceniu sktadowej stalej ma
T, ) . .
wlasciwo$¢ antysymetrii x(t): —x(t+?°], to w widmie sygnalu wystgpuja wylacznie

nieparzyste harmoniczne ,,3w,,5®,,... . W sygnale antysymetrycznym w dwoch
kolejnych potokresach przebieg rozni si¢ tylko znakiem.

Wiasciwos¢ 6. Sygnal x(t) nazywamy odcinkami gtadkim w przedziale a<t<b, gdy
funkcje x(t) 1 x’(t) sa w tym przedziale ciggte poza skonczong liczbg punktéw niecigglosci
pierwszego rodzaju (skokow). Jezeli sygnal okresowy x(t) jest odcinkami gtadki, to rownos¢

0
ik . , . L. .
x(t)= ZDke’ “ moze by¢ dwustronnie zrézniczkowana

k=—0

x'(t)= ijka)oDkejk“’"’

k=—
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Wiasciwos¢ 7. Jezeli sygnat okresowy x(t) o zerowej wartoSci Sredniej D, =0 jest

odcinkami ciagly, to w roéwnosci x(t): ZDkejk‘”°’ mozna dwustronnie obliczy¢ calke
k=—0

nieoznaczong

y(t)= I x(t)dt = E, + ,D—"e-"’“‘"” : =— j y(t)dt

k#0 ]ka) 0 T,

Calka z sygnatu okresowego o zerowej wartosci Sredniej J. dt daje sygnat okresowy y( )
taki, ze y'(t)= x(t).

Wilasciwos¢ 8. Ze zmiang okresu 7|, sygnalu okresowego x(t) nie zmienia si¢ wysokos¢
prazkéw widma amplitudowego 1 fazowego, a zmienia si¢ jedynie skala na osi czestotliwosci.

Szeregi Fouriera wazniejszych sygnatow okresowych

o sinka, — | . s1n(k7r ]
a) x(t)=A4— > 2kl g 24— ———"~coskayt
0 k== ke, r To =
2 T,
A
A PG
sk T(')
f J f > [
Lo 0 h T,
2 2 2 2
_ A4S 44 1 1 1
Z ( cos 2k +1)a)0t = COS @yt —— €08 3@,t +—cos 5wt ——=cos Tw,t + )
im0 2k +1 T 3 5 7
T I
2 2 X.s'k =4
; ; J » [
o — | _A__O T, I
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Wiasciwosci szeregu Fouriera

2

3/3
24 (1) Al 1. 1. 1.

d) xt :—z sin kot = —| sin @yt ——sin 2w,t +—sin 3wt ——sin 4wyt + ...
Tk T 2 3 4
4] | I

_LlL——yl0 1 T, —
2 2
2A 1= COS(kiT;]
e) x()— L L —Ocoska)ot
/T\ ANE: e E
: : : > ! 37T,
L T I T,
> 2 2

i 1 84
t)= — 2k —1)w,t =—
x( ) 2 kz, (2k—1)2 COS( )wo
T

1 1 1
| cos @yt +—cos 3t +—cosSwyt +-—cos Tt +
b2 9 25

_Zo AT Ty 4
2 2 ' X, ==
: lO ! : > ¢ 3
-4 T,
A 4 24 & 1k
9) x(t):—+—cosa)0t——z ( ) cos2kayt =
T 2 k] -
2A 1 1 1 1
——+—cosa)0t—— —cos2co0t——cos4a)0 +—c0S 6@, ———Ccos 8wyt + ...
T 2 15 35
cos ,t 4
Xsk N
: | > ¢ 2
L4 L, I, To
2 4 4 2
A 44
h) —+— ) coska)ot:
T TS -
24 44(1 1 1 1
=—+—| =CoS Wyt ——C08 2wt + — 08 3wt ———cosdw,f + ..
T m\3 15 35 63

Xsk =

sl

v
~
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Sygnaly okresowe w ukladach liniowych

Sygnat sinusoidalny x(¢)= Acos(w,t + ¢, ), przechodzac przez uktad liniowy o transmitancji
H ( ja)), zmienia swoj3a amplitude 1 faze o wartosci zalezne od wartosci transmitancji na

pulsacji w, sygnatu sinusoidalnego: y( =A4- |H ja)OXCOS o+, +arg H(]a)o )]
Wejsciowy sygnat okresowy przedstawiony w postaci szeregu Fouriera jest sumg sygnatow
sinusoidalnych, a uktad liniowy spetia zasad¢ superpozycji. Dlatego dla okresowego sygnatu

wejsciowego x(t)=C, + C coslkw,t + ¢, ), uktad ma odpowiedz o nastgpujacej postaci
k

»

C |H(jka)0 ] cos[ka)ot + ¢, +arg H(jka)o )]

MS

()= C,H(0)+

-
L

x(r)=¢, +iCk cos(keyt +¢,) y(t)=Cy|H(0)+
e —> H(jo) —»
+ z C, |H(jka)O j cos[ka,t + @, +arg H(jka, )|
=l

b)
A
Ck C] quA
Coo—~
~GC 0, 20, 3o, 40, S0, g
0 N \L L I >
N
e B e S e S S
0 ?, e
w, 20, 3o, 40, So, P 9 Ps
argH(ja))
0 | ~. 30, 40, S0
‘ 0, 20, ! | o
A
0, 20, 3o, 40, S0,
0 \\L >
(ZEN
argH(a)O) S
q)2+ \\
arg H (2(00)it d.\\ _

Widma sygnatéow okresowych w ukladzie liniowym: a) transmisja sygnatu w uktadzie; b)
widmo sygnatlu wejsciowego; c) charakterystyki czestotliwosciowe uktadu; d) widmo sygnatu
wyjsciowego

Przyklad 57



