Fraktale




Plan prezentacji

Wprowadzenie

Cechy charakterystyczne fraktali
Zastosowanie fraktali

Wymiar fraktalny D

Klasyczne fraktale

Iteracyjny system funkcji (IFS)
L-system

Zbiory Julii i Mandelbrota

Ruchy Browna

Wirtualna rzeczywistosc



Wprowadzenie

Fraktale sg formami geometrycznymi, zawartymi w
dziale matematyki, ktory opisuje i analizuje
nieregularnosci oraz ztozonosc struktur
rzeczywistego swiata.

Tworcg i odkrywca tej geometrii jest, urodzony w
1924 roku w Warszawie, Benoit Mandelbrot.
Nazwa fraktale pochodzi od tacinskiego frangere —
tamac.

Matematyka definiuje fraktale jako zwarte podzbiory
topologicznej przestrzeni metrycznej S,
charakteryzowane przez wymiar fraktalny D i miare
fraktalng u.




Cechy charakterystyczne fraktali

Samopodobienstwo

Symetria

Wymiar fraktalny nie jest liczbg catkowitg
Brak jednoznacznego ksztattu

Nie sg okreslone wzorem matematycznym, tylko
zaleznoscig rekurencyjna




Zastosowanie fraktall

Badania nieregularnosci fraktal

Opis procesow chaotycznych zachodzgcych w
uktadach dynamicznych

Przetwarzanie i kodowanie obrazow cyfrowych —
kompresja fraktalna

Modelowanie tworow naturalnych dla celow
realistycznej grafiki komputerowe;

Badanie struktury tancuchow DNA

Badanie samopodobnych struktur harmonicznych
wystepujgcych w muzyce




Wymiar fraktalny D

« Wymiar fraktalny Hausdorfa-Besicovitcha D jest miarg
chropowatosci i nie musi byc liczbg catkowits.

Wymiarem Hausdorffa-Besicovitcha D(F) zbioru F nazywa
si¢ takg liczbe d,, dla ktorej granica ma
wartosc skonczong i rozng od zera,

przy czym

inf oznacza kres dolny, zas diam A srednice kuli A.

B oznacza rodzine kul potrzebnych do pokrycia danego zbioru F.
Symbol S oznacza zbior, ktérego elementami sg wszystkie mozliwe
rodziny kul B.

/¥ oznacza podzbior zbioru g zawierajgcy rodziny kul, w ktorych sktad
wchodzg kule o srednicy nie wiekszej niz .

Symbol d oznacza pojemnosc¢ (wymiar pojemnosciowy) obiektu
geometrycznego.




Klasyczne fraktale

« Zbior (kurz) Cantora

Kazdy odcinek domkniety dzieli sie na trzy rowne czesci | usuwa
sie z niego czesc srodkowg bez jej brzegow.

Zbior ten sktada sie z nieprzeliczalnej ilosci roztgcznych punktow |
ma dtugosc rowng zero.




Klasyczne fraktale

« Trojkat Sierpinskiego

Kazdy trojkat rownoboczny jest dzielony na cztery mniejsze, a
nastepnie usuwany jest srodkowy trojkat.

Jego pole powierzchni jest rowne 0.




Klasyczne fraktale

« Dywan Sierpinskiego

Kazdy kwadrat dzieli sie na dziewieC jednakowych kwadratow, a
nastepnie usuwa sie kwadrat znajdujgcy sie w srodku.

Pole powierzchnie dywanu Sierpinskiego jest rowne 0.




Klasyczne fraktale

Kostka (gabka) Mengera

Jest to trojwymiarowa wersja dywanu Sierpinskiego.

Sciany dowolnego szescianu dzieli sie na 9 kwadratow
przystajgcych. Nastepnie wiercone sg dziury o przekroju
kwadratowym, zaczynajgc od srodkowego kwadratu, na wylot,
do srodkowego kwadratu na przeciwnej scianie. Objetosc kostki
jest rowna 0.



Klasyczne fraktale

« Piramida Sierpinskiego

Piramida jest trojwymiarowg wersjg trojkgta Sierpinskiego.
Odcinkami taczy sie srodki krawedzi czworoscianu. Nastepnie
usuwa sie bryte, ktorej krawedziami sg te odcinki.

Objetos¢ piramidy jest rowna 0.




Klasyczne fraktale

* Krzywa Kocha

Krzywa ta powstaje z podzielenia jednostkowego odcinka na
trzy rowne czesci. Srodkowa czesc¢ zostaje zastgpiona przez
dwa z czterech odcinkow, ktore tworzg tg krzywa.

Krzywa ta ma nieskonczong dtugosc.




Klasyczne fraktale

Ptatek Kocha

Figura, ktorej brzegiem jest krzywa Kocha, nazywana jest
ptatkiem Kocha. W pierwszym kroku rysuje sie trojkat
rownoboczny o dtugosci boku np. 1. Kazdy bok trojkata dzielony
jest na trzy rowne czesci. Nastepnie dokleja sie do czesci
srodkowej trojkat rownoboczny o boku trzy razy krotszym.



Iteracyjny system funkcji (IFS)

» Definicja IFS (/terated Function System).

Niech w oznacza odwzorowanie zwezajace
przestrzen (X, p) w siebie.

Uktadem (systemem) iterowanych odwzorowan
nazywa sie zbior k odwzorowan zwezajgcych w;, (i=1,
2, 3,...,k), ktory oznacza sie przez

X;w,, w,, ws, ..., W,}.

Przeksztatceniem w, jest przeksztatcenie afiniczne,
takie jak przesuniecie, obrot lub skalowanie.




Iteracyjny system funkcji (IFS)

« Z uwagi na powolne dziatanie algorytmu (IFS) czesto
stosuje sie algorytm probabilistyczny (IFSP).
Pierwszym krokiem przy tworzeniu uktadu
odwzorowan, jest przyjecie za poczgtkowy ksztatt
dowolnej prostej figury, takiej jak odcinek czy
kwadrat, i poszukanie odpowiednich transformacji,
ktorym nalezy jg poddac, by w iteracyjnym procesie
odwzorowywania przeksztatcic jg do wymaganego
ksztattu.

« Wazna jest kolejnosC wykonywania przeksztatcen —
najpierw wykonuje sie skalowanie, nastepnie obrot |
na koncu translacje.




Iteracyjny system funkcji (IFS)

« Tworzenie trojkata Sierpinskiego w oparciu o uktady
iterowanych odwzorowan.

w, : 0,=6,=1/2;
w, : 0,=6,=1/2;
W, : 0,=6,=1/2;

¢1f§02f0;
(91=§02=0;
(91=§02=0;

(],
t,=1/4, t,=0;
t = 1/4 560




L - System

Biolodzy definiujg ksztatt danego organizmu jako
pewng funkcje czasu.

L-system jest formalnym jezykiem opisu wzrostu
roslin wprowadzonym w 1968 roku przez Aristida
Lindenmayera.

Rosliny podzielone zostaty na dwie klasy: proste, tzn.
sktadajgce sie z tancucha komorek, | rozgatezione.

L-system scharakteryzowany jest poprzez aksjomat
oraz reguty.




L - System

Kolejne kroki podziatow komorkowych glonu anabaena catenula.

S

S e oS

Jesli podziatowi ulega komorka, ktorej powstanie spowodowato
rozrost w kierunku lewym (prawym), wowczas jej potomkami beda:
mata komorka powodujgca rozrost w lewo (prawo) oraz wieksza
komodrka powodujgca rozrost w prawo (lewo).




L - System

PrzyjaC mozna nastepujgce oznaczenia dla podlegajgcych
podziatowi komorek glonu:

- mata komorka powodujgca rozwoj w lewo,

- mata, powodujgca rozwoj w prawo,

- duza, przyczyniajgca sie do rozwoju w lewo oraz
- duza przyczyniajgca sie do rozwoju w prawo.

— 0znacza relacje podziatu komorki.

Podziatami komorek glonu rzgdzg nastepujgce reguty:

Jezeli aksjomatem (pierwszg z istniejgcych komorek) bedzie ,tow
kolejnych podziatach powstang nastepujgce tancuchy komorek:
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linnych struktur rozgatezionych.
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Przyktady ro




Zbiory Julii i Mandelbrota

» Zbiory sg wynikiem badan prowadzonych w latach
1918-1920 przez francuskich matematykow Pierre
Fatou i Gaston Julia nad odwzorowaniami wymiernymi
ptaszczyzny zespolonej.

Zbiorem Julii J(W_, nazywa sie brzeg zbioru
przyciggania Ue punktu statego z'=co odwzorowania
wymiernego W, czyli

Zbiorem Mandelbrota M(W_) nazywa sie zbior tych
wartosci parametru , dla ktérych zbior Julii J(W,)
wielomianu W, jest zbiorem spojnym, czyli

7#— oo},




Zbiory Julii i Mandelbrota

Przyktad wygenerowanego zbioru Julii.




Zbiory Julii i Mandelbrota

Zbior Mandelbrota | jego kolejne powiekszenia.




Ruchy Browna

« Teoria ta opracowana przez Roberta Browna w 1827
roku dotyczy chaotycznych ruchow atomow |
czgsteczek.

Fraktalna struktura ruchow mikroskopowych atomow
moze stanowiC dogodne narzedzie do modelowania

nieregularnych tworow makroskopowych, takich jak
gory i chmury.




Ruchy Browna

Gorski krajobraz — kompozycja gor i chmur uzyskanych
przy uzyciu algorytmu opartego o teorie Browna.
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Wirtualna rzeczywistosc

Fraktale sg czesto wykorzystywane w grafice
komputerowej to tworzenia bardzo realistycznych scen.




Wirtualna rzeczywistosc
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