
1

���������	
����
��	

�����������
�	��
��������

�������������	��
�������

� �	���������
��	����
�����	
��	
�������	
�������	
�� ���
�	

������	
��	
�����
�	�������	
�����
���	���������	�� ������	

���������	
 ����	�
�����
���
�	���	
�����
��	���!�� �	�	�������	

���"�	������
#$	%����!���	���	���������
�	�	�����	
  �����	

��������	����	 ������ ���	
����
	��������� �	�	

�
�����
���
�	��	
������������	& ����������������

��
��	���� ���	�������
��	
 �����$

� �������
�	��"����	����
����	#������
����	���	����	� ��	

����������	�����"
	��������
#	#������
���
#$

� %�	�����	
 �����	�����������	����
�����	
�
�
���
�	 �����	

����	��������	����
��	���
��	���������	����
�����	

#������
�����$



2

��
��	�������
���
� '����	
 ����	()	*+ , @-.	/�0

0 2 4 6 8 10

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

f [kHz]

a
m

p
lit

ud
a

 [d
B

]

 

 

0 0.5 1 1.5 2 2.5

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

f [kHz]
a

m
p

lit
ud

a
 [d

B
]

 

 

��
��	�������
���

1�������	
 ����	2-	*+ , @345	/�0

0 2 4 6 8 10

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

f [kHz]

a
m

p
lit

u
d

a 
[d

B
]

0 2 4 6 8 10

-100

-80

-60

-40

-20

0

f [kHz]

a
m

p
lit

ud
a

 [d
B

]

 

 

6�����
��	
 ����	78	*+ , @539. /�0



3

:������
�	���������;	
����
��	

�����������
�	��
��������

� <���������	
�����������
�	�������
#	����
���
#	#��� ���
���
#	�	

���
�����	�
#	�����	
������
#

� �����
�����	��������"�	��
����
#	
 �����

� 1����+���
��	����������"�

� ��������
���	���������
��	�����	����
�
����	
�	��
� 	=>7>

� 6�����
��	
 ����"�	����������"�	����
���
#	�	�����; 	

����+���
���
#

?���
�	������	�����	�������	
�	
�������

� 7������	������������	�����	�������	����!�	�
	������ ��	����
�	


����
��	
�����������
�	��
���������	�
	
#��������� ����	

�������������	
 �����	����	�
	�
���������	
����
��� 
�	

�����"�

� �	��"����
�	����!�	��������	��!�����	��"���	�����	� �������	�	

��"���	�����������	������	����	����������	*��$	+��� 	@6������A	�	

��
���	�����
��	
 �����	�76B	����	��������	
 ����"� 	

����
��
��
#�	���������
#	����������"�	����
���
#0

� 7��	��������
�	����
�	�����������	�����	�������	��� ����	
�	

��������	��������	�����	�����"�	�������

� �	
���	�������	��������"�	��!��	����������	�����	�" !��
#	

�����	
��	����	������	�������



4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

t [s]

am
pl

itu
da

?���
�	������	�����	�������	
�	
�������

� C��
�	��������	��������	��	�	���
���
��	�����
����� 	������	

�������	*�	��������	�	
���
�����	
����0�	��
 	�	��� �������	

����������	�	�����������	���
�	����
���
#	#������
� ��
#	

�������
#	�	��
���$

C��
�	��������



5

� C��
�	��	��������	�	
���������	�����
�	
�������	��� ���"�	����	

�����	����"
���
���	�����������	�������$	

� �	������
��	����������
��	
������
#	���	������	��"� ��	

������������
�	��������	����
�	�	���
��������	����� ���	+���	

���������$

� �	������
��	�������	��
�����	����	��
��	���	������	

������������	
������������$	%��
����
��	�����
����� 	��������	

����
���
#	#������
���
#	������	��	���
	������
��$

C��
�	
����
���	������
��

C��
�	
����
���	������
��



6

C��
�	
����
���	������
��

C��
�	
����
���	������
��



7

C��
�	
����
���	������
��

� C��
�	
����
���	������
��	��!��	��������������	���� 	����
�	

��
#���	���������
����
#$

� :������!	�	��������	
�������	�������	��������"�	��� ��
���	��	

��������������	�����	�����	��"����	�����
���	����
� 	�������	

������
��	����	����
�����	���
��	
��!���
�	�������� �����	��
����	

�������

� �	��������	
�����������
�����	����	��
��	���������� ����	��	

��
����	�����	�����	��"����	�����	
�	�����
�������� 	����	

�������������	�������
#	*������������
#�	��������
# 	

���������"�0�	��
 	����������
#	*���������
��	����	 ����
�	���
�	

���������
#0	����
	���������
����
#$

C��
�	
����
���	������
��



8

c[nD

�

� rodek ci�� ko� ci
pr�� ka

Maksimum
pr�� ka

Fragment przebiegu czasowego

C��
�	
����
���	������
��

Próbki reprezentuj� ce 
pik widma

Estymowana wspó
rz� dna 
maksimum piku

Wspó
rz� dna maksimum piku

Fragment widma sygna
u 

C��
�	
����
���	������
��



9

:�
����	����
	
����
��	+ ,

� ����
����	���� �	���������
�	��������
���	������	
������	

�������

� ����
����
���� �	������������
�	�����
��	�	
���
�����	


�����������
�$

=���
�	
������	
����
��	+ ,

� %����������������	���������	
�������
�	�	����
��	�	 ����������
��	


������	�������	��E

� �������	�������	����������
���

� �������	�������	��������������	����	����
�	����
�	� =72	

*���$	�F�����	=������
�	7�++����
�	2��
����0	

� �������������	����!���
#	����
	
��	�������	�	������ ����	

���
�+���������	�������	����
������



10

=���
�	
������	
����
��	+ ,

� ��	���	���������	��������	���

2���
��	����������
��	�������	
����������E	

:���!����	����������	��������	���	+���
��	
��	����� ����	

�"!����	�
	����	�����
��	�����	�������	�	��"���
#$	 7������	

�����	�������	����	�������	
�	��������	�����	�����" �$

� C��
��	
����	���
����
����$

� =�!����	���
�	���������	����
�	����	�
�����	��	���� 	�	

����"
����

� '��
���
�	�	��������	�������	������������	��������� 	

#������
����

( ) ( )� +×=
m

nmxmxnr ][

=���
�	
������	
����
��	+ ,

� ��	���	���������	��������	���

2���
��	����������
��	�������	
����������E	

( ) ( )� +×=
m

nmxmxnr ][

:���
����	+���
��	 �	��	�	

� !"#$%&' G:���������	��
����	�������	H	*�
	��"���	1	
�	I0

!� !����"�&' G	����
�����	�������	����������
��	�������	�

!�( !�"�����
"�&$��
&' G	:���������	������	�������	����������
��

( ) ( )( )*×= xFFTxFFTIFFTr

� ������������	��������

� ���������	
���������	
������	�������	 H �������	������������	
������

�



11

�������	+���
��	����������
��

�������	+���
��	����������
��



12

�������	+���
��	����������
��

=���
�	
������	
����
��	+ ,

� ����
	���)*�"�+��	����	�����
��)���������	��

*�������&

������	��	��
����	����
��	���
��	��������	��������� ��	�	

��" ������

�������������	��
�������	�������	���������	����	��� ��	

����!����	����������	�������	���������	+���
��	�=72

*
��	 � ¹ ,0$	C��
��	����	���!�����	����
��������	��
���	

���������	���	���
�	�	������
���	�
�	�����	�������	 ���	����	


��������	������������
��	������	��"��������$

( ) ( ) ( ) 1    ,
1

=+-= �
=

knmxmxnAMDF
M

m

k



13

=���
�	
������	
����
��	+ ,

� ����
	���)*�"�+��	����	�����
��)���������	��

*�������&

������	��	��
����	����
��	���
��	��������	��������� ��	�	

��" ������

( ) ( ) ( ) 1    ,
1

=+-= �
=

knmxmxnAMDF
M

m

k

:���
����	+���
��	 �	��	�	

� !,� J		G	<
���������	*��"����	��	��"�
�0	������"�

� ���"	��"!,�&&' G	 6���	������
�	��������
��
#	�"!��
�	������"�

� !-.�' G	=��!����	��"���	��	��"�
�	������"�	

� !.�' G	=��!����	������"�	*������"�0

���	���������	�������	����
���"���
#	#������
���
#	 �������	

���+����
���	
�	
��������	
�����������
�	��
������� �	�	���	�����	

��������	�����
�����	
��������	���������	
����
��	* �	�������
��	

����������
��	���
"�	��������
#0	
�����	
�������	�� �	�������
#	

*+�����
��	
����K �	�"���K������������	���������	��� ��
��
#	������	

���$0	��
 	����������
#	*��
��������	��"���	������� 	
�	�������	

�����������	��������"�	+�����
#0	�����
��	��	������ �$

I������	�	����������	����������
����	
�������



14

>���	����
�	
������
� ����
��������� & ��������	��	��������	�������	���������	


��������	�����	�������	�������	�������$	���"!���	� ��E

� �������	�������	�����	����	?L�CM	*���$	����	
������ �	��������	

����
	�H���
���0

� �������	�������	�����	�������	�������	'�CM	*���$	�# ���#��
	

��������	����
	�H���
���0

?�����	����
	�������
#	����	��!������	
��������	��� ���	�	
�����	

���
��������	*�	����������	��" �������0�	�������!	� ��	

��������	�������	�������	
���
#$	=�!�	��	��
���	��� ������	

���
���	
����
��$

=���
�	�����
�	���
��	
����	���
����
�����	��
�	��� �	����	

�
�����	��	�

������	����	����"
���
�$	

���������	������
�	��	����������
��	��
�����	������ �	����	

��������	��
#�
���	������
�	��	����������
����	���� ������
��	

��
�����	*
��������	����������
��	����������������	 ��
��0	

��������	�����	
��������	��	
����
��	���"�	�������� ����
�
#	

����
���	#������
���	�������$

:���
����	+���
��	 �	��	�	

/+0���
1 �	!"�&' G	 ������� ����������	�	���	��
���	*�������	�0

� ������"����"20#&3#0�20�&'� G	���
���	��
#���	���
�	1	�������	�

� ���"�&' G	����
�����	��
��	����������� $

�( 	��"�&' G	����
�����	������
�	��������
���	�������	�������� ���	� $

�4 ���25"�(&' G	����
�����	��������� 
��	��������
#	��"���	������� 	�5$

����"(5.���25"	��"���"�&&&&' G	���������	��
��	��
�	������� �$

���������	
����
��	�������
�	�	

���
�����	��
��



15

%�	��
������	�
������
�	�����
��	����
�����	#������ 
�����	

��
��	�������	��!��	��������	
������������	��
����� ��	�������$

�������	����!����	����
���
#	
#������
���
#

0 2 4 6 8 10

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

f [kHz]

a
m

p
lit

u
d

a
 [d

B
]

=���
� 
���������

� ����
	�������	��	

<���
����	�
������	�����+������	2�������	���������	 ��
��	

�������
�����	������������	�����	��������	��	�����E

�������������	��
�������	�������	�	���
�	���������� 	����	��	

��
������	����!����	��������	�	
���
�����	
�������

��������	������	�	�������	
���������	����	��������� �	������!����	

��	�����	���	���
��	����	�������	������������	���
" �	

��������
#	

( )�
=

�
�

�
�
�

� ×
×=

m

n
nr m

nr
XC

1

cosln
p



16

=���
� 
���������

� ����
	�������	��	

<���
����	�
������	�����+������	2�������	���������	 ��
��	

�������
�����	������������	�����	��������	��	�����E

( )�
=

�
�

�
�
�

� ×
×=

m

n
nr m

nr
XC

1

cosln
p

:���
����	+���
��	 �	��	�	

�6�� ��	�"�&' G	 �����	���
�������	�������	�����������

�6�� ��	�"�&' G	 �����	�������	�������	�����������

�6	� �
	��"�&'� G	 2���	�������	�����������

!6
 �����"!&' G	<���
�����	
������� �����������	�������	H$

!6
 �����"!&'� G	<���
�����	
������� ���
���������	�������	H$

=���
�	��
����	
����
��	+ ,

� ����
	�������	��	



17

=���
� 
���������

=���
� 
���������



18

=���
� 
���������

����
	��78%9� *���$	����
����������	<+	I��	6��
����0	������	����	

��	��������	�������	����������
��	����
������	��	�� 
������	

����������������	��
��	�������	����
�������	����	
� ��	

���"����
��	����	������������
���	
������������	��
 �������	

�������������	����	�	
���
�����	
�����������
�$

�	��	�

�78%9 !����"���"	��"���"�&&&&'

�������	��<I6



19

�������	��<I6

�������	��<I6



20

�������	��<I6

�������	��<I6



21

���	���������	����
���
����;����	���������	
����
�� 	


�����������
�	��
���������	��!����	����	���������� ���	��+����
��	

������
����
#	��	��
������	�������	���������	
����� ���	����	

����������
��	��
�����	�������$

:���
��	
����	��������"�	��
�	�����������	�������	� �

���	

�������	�������+�
�����	������������
�	���������	�� ��
���
#	

�������
����
#	�	
���	�������
��	
�����������
�	��
 ��������$

:���
����	+���
��	 �	��	�	

9� �������	�"�0��**:0�*�0����:���0��8;<=%�>&' G	 <���
�����	���������

���������	
����
��	�������
�	�	
�����������	
���K
������������

���������	
����
��	�������
�	�	
�����������	
���K
������������



22

���������	
����
��	�������
�	�	
�����������	
���K
������������

���������	
����
��	�������
�	�	
�����������	
���K
������������



23

>���	����
�	��
����

� *����	��	������������	

:�����	��	����
�����	���
���"�	��
��	�������	����	+ ���
��	

�������������	�	�������������	
�����������
��	����� ����
��	

�
�������	�����
��	���������	���������	���������	+� ��
��	

�������������$	%��������	������	���	������
�	���!�" �	��	

+�����
��	�����	+���
��	������������	�	���������
�� ����	

���������	������	
�����������
�	
#������������
��	+ ���
��	

������������$	:���!����	��������	����������	������� ���	�	

���	����"�	+���
��	�������	
������������	��
������� 	
 �����$

>���	����
�	��
����
� ?������	��9�
���
��	

=���
�	��������
���	��������
�	��	��������	�	������ 	


�����������
�	��!
���	���!��$

%�	��
������	������
�	
�����������
�	���!�"�	��
��	

����������	����	#��������	
�����������
�$	N����	��� ����������	


�����������
�	�������������	���!��	�������	���	�	


�����������
��	�������	��	�����������	����	������� 	

#���������	
��	���	�������	
�����������
�$	�������� �����	

��
�������	
 �����	����	���
�	�"���	
�����������
�� 	
��	

��"���	�������	#���������	����	����������$

� 
�!�	
����
����

� �
�������	��	������������	���
"�	��������
#

� ��������	�����
���	
��	������"�	����������
#



24

>���	����
�	��
����

� #�����	��	���	������	����*������	

<���
���� ����	�����+������	2�������	

��
��	�������
����� �������$

�������������	��
�������	�
�����
�	

�
������
�	���
��	���!����	�	��
���	

��������	�	���	�����	������������	

��������	���������	�	
�����	��
���$	

��������	���	����	�����
���	�	

������
���	�
�	�	��
���	�������	����	

����	���!��	�	
�����������
�	

�
�����
���
��	
�����������
�	

��
��������

:������
���	��������	
����
��	+ ,

���"�	�����	�������

<���
�����	��
��	22'

2�����
��	

���������������

I�������������	
��
��

O�������	����
�

1�������
��	)K������

B"!��
��������

<���������	����!����	
���!�"�

<���
�����	�"!��
	
���
��	���!����

�����
�����	������	
�����������
#	�"!��


<���
�����	������
�	
���
����	������

<���������	

�����������
�	
��
��������

:������������	��
�� �����
�����	

�����������
�	
��
��������

�����
�����	���!�"�

:�"�
:)

:�"�
:5

6�����	
 �������

+,



25

��������	
����
��	+ ,
B�!��	����������	
 ����	�-�	�����+����

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

t [s]

x(
t)

0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.32

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

t [s]

x(
t)

��������	
����
��	+ ,
2�����
��	
���������������

0  5000 10000 15000 20000
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

f [Hz]
0  5000 10000  15000 20000 

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

f [Hz]



26

��������	
����
��	+ ,
2�����
��	
���������������

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

f [Hz]
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

f [Hz]

��������	
����
��	+ ,
O�������	����
�

0  5000 10000  15000 20000 
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

f [Hz]
0  5000 10000 15000 20000

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

f [Hz]



27

��������	
����
��	+ ,
O�������	����
�

0  5000 10000  15000 20000 
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

f [Hz] 0  5000 10000 15000 20000
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

f [Hz]

��������	
����
��	+ ,
1�������
��	)K������

0  5000 10000 15000 20000
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

f [Hz]

0 5000 10000  15000 20000
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

f [Hz]



28

��������	
����
��	+ ,
1�������
��	)K������

0  5000 10000 15000 20000
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

f [Hz]

0 5000 10000  15000 20000
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

f [Hz]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
0

1

f [Hz]

��������	
����
��	+ ,
B"!��
��������

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
0

1

f [Hz]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 100 200 300 400 500 600 700

f [Hz] 

n 



29

��������	
����
��	+ ,
<���������	����!����	���!�"�

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 100 200 300 400 500 600 700

f [Hz] 

n 

1 2 3 4 5 6
0

100

200

300

400

500

600

��������	
����
��	+ ,
<���
�����	�"!��
	���
��	���!����

1 2 3 4 5 6
0

100

200

300

400

500

600

0 5 10 15 20 25 30
0

100

200

300

400

500

600



30

��������	
����
��	+ ,
<���������	
�����������
�	��
��������

0 5 10 15 20 25 30
0

100

200

300

400

500

600

5 10 15 20 25 30
0

10

20

30

40

50

60

70

80

� � ��������	
������


:�
���������

� 7����
��	
�����������
�	��
��������	����	���!����	

����
�������	�	�������������	�
�����
�����	�������� �	

�����!�����	����	�
	
���	�������������	�	������;	�� ������
#	


����	����
���$

� :���
��������	���������	���
��
�	�"!���	���	��
	��� ��
��	

���!����
�	����
���������	��" ������	����������	�	� ��������	

������������
#	�����	����	�	
����
���
��	���������� 
#	

�����"��	��"��	�	�����	������
��
#	����!��	����	�
	 ��
����	

�����������
#	��������"�	����	�
	�������	�����	�	�� ������$


